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12260 Gleichungen héheren Grades 2

Vorwort

In diesem Text sind sehr viele Arten von Gleichungen héheren Grades aufgelistet. Wenn ein Leser nur
wissen will, wie man einen bestimmten Gleichungstyp I6sen kann, sollte er im Inhaltsverzeichnis den
entsprechenden Punkt auswahlen. Man muss hier nicht alles durcharbeiten. Allerdings sind fur

gewisse Gleichungen Grundlagen erforderlich, die man dann schon kennen sollte. Dazu gehéren die
Lésungsformeln fur quadratische Gleichungen. Ich empfehle NUR die allgemeine Lésungsformel, di @
auch ,Mitternachtsformel” genannt wird. Viele bevorzugen die p-g-Formel, die bei einfachen 6
Gleichungen schneller zum Ziel flhrt. Doch das kann ja nicht Ziel der Mathematik sein. Kom@e’e

quadratische Gleichungen dagegen erden mit der p-g-Formel sehr umstandlich! Q

Im Zuge der Stoff-Entrimpelung im Zuge des G8, fallen méglicherweise die Ponn%(sion oder das
Horner-Schema weg, so dass man ganz viele Gleichungen 3. und 4. Gradeg nj
I6sen kann. Aber dafiir arbeiten dann fir uns die neuen Grafikrechner ode\ Rechner.

handisch

Ubersicht iiber die Texte zu quadratischen Gleichupgde @J ahnlichem

12230 Quadratische Gleichungen 1Sehr ausfiih
12231 Quadratische Gleichungen 2Textau

12232 Quadratische Gleichungen Lern Das Wichtigste zum Lernen

12233 Quadratische Gleichungen Ubungsaufgaben zu 12230
12235 Quadratische Gleichungen rnprogramm!
12236 Quadratische Glgb en Quadratische Erganzung, Ubungsaufgaben

d

12238 Gleichungen 3:
Dies ste%&hrlich in 12230, hier Ubungsaufgaben dazu
]

. Grades, die auf quadratische Gleichungen fuhren.

12240 Bruchgle gen, die auf quadratische Gleichungen flihren.
12241 b@ufgaben zu 12240

&zelgleichungen 1 (die auf quadratische Gleichungen fiihren)
12246 @ Ubungsaufgaben zu 12245

1 Reine Potenzgleichungen
6 Gleichungen héheren Grades
@ 270 Diverse Gleichungen Methodentraining
71111 Abiturtraining: Gleichungen aller Art
18040 Behandlung von Gleichungen und Funktionen héheren Grades mit einem GTR.

Hier werden viele weitere Gleichungen geldst, dort aber bezogen auf Funktionen
und deren Nullstellen.
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12260 Gleichungen héheren Grades 5

1.2 Vereinfachung quadratischer Gleichungen - Rechentricks

1. Ist a =1 , bendtigt man keinen Bruch, weil der Nenner 1 wird:

Beispiel 4 1x*-3x-8=0

Die ausfuhrliche Lésung sieht etwa so aus:

3+,/9-4-1.(-8 N @
X,, = 2( ) 3+ 9+16_3i\/£=3i5={8 6

1

Kurzldsung: x1’2:3i\/9+16:315={§2 Q

2. Treten andere Briiche in der Gleichung auf, sollte man sie durch eine I@Iikation

beseitigen:

Beispiel 5 Ix*+2x+3=0

Wer keine Briche haben will, multipliziert die Gleichung

hlung: Briiche beseitigen durch Multiplikation mit 6:

@ 1x2_1x-8=0 |6 = |x’-2x_48-0]

Jetzt entwickelt sich die Rechnung deutlich besser:

2+,4-4.1-(48) 2+.4+192 24196 2+14 (8

1z = 2 2 2 2 |6

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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6
3. Manches Mal kann man durch eine Division kleinere Zahlen erzeugen
Beispiel 7 |8x* — 4x— 48 = 0
Die Lésung wird absolut schrecklich, wenn man mit diesen Zahlen rechnet
+ —4.8.(—
X, - 4+,[16-4-8-(—48) _ 4+1552 _ om
’ 16 16
Man muss erkennen, dass man die Gleichung ,,bruchlos* durch 4 dividieren kann: 6@
8x*-4x-48=0 [:4 = [2xX°-x-12=0
2
Jetzt entwickelt sich die Rechnung deutlich besser:
12 1-4-2:(-12) 1+1+96 1+.97 ,C)
Xip = = =
' 2 2 2
Die Ldsungen:

X, =1+1497 und x,=1-197 ®®
Beispiel 8: |x* +32x +240 = 0

Hier ista =1 und es gibt keine Zahl, durch die m

, ie man die\Glegchung dividieren konnte.
Die Ldsung sieht also so aus:
X,, +

Das wird aufwandig, denn wer wei

i Wass 32% = (2°)* = 2"°= 1024 und 4-240 = 960 ist.
Dividier @ ung durch 2 und erzeuge damit den gunstigen
Koeﬁ‘m% dabei werden auch die anderen Zahlen kleiner:

2 + 240 =0 2

Empfehlung:

X

IxW+16x+120=0

Damit ha®

r die allgemeine Lésungsformel deutlich glinstigere Zahlen

m wird der Nenner 2a=2-1=1, so dass man keinen Bruch mehr benétigt.
$ 6416741120 =16+ 256 - 240 = 1644 =/ 2 = L ={ -12,-20}
@ obei man im Kopf rechnet:

—

162 =256 und 4-1-120=2.120 = 240 und 16 = 4
=2

Friedrich Buckel
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12260 Gleichungen héheren Grades 7

1.3 1. Spezialfall: Quadratische Gleichung ohne Absolutglied:

ax’ +bx=0| (3)

Methode: [Immer wenn das Absolutglied fehlt, also ¢ = 0 ist, kann man

x ausklammern.

Dann entsteht hier |x-(ax +b) = 0|. Das ist ein Nullprodukt.
Da ein Produkt nur dann 0 wird, wenn einer der Faktoren 0 ist,

folgt hier stets ~ x,=0. 6@

Die Klammer fiihrt dann zur zweiten Lésung: x, = -2 E
. 2
Beispiel 9 Beispiel 10
/
X +oX = X X = ?
x ausklammern: X-(x+3)=0  (Nullprodukt) X — T O
1. Faktor: x, =0 =
2. Faktor: x+3=0 = x,=-3 =0 & x=+
Lésungsmenge: L={0;-3} = {0 ;4 }
1.4 2. Spezialfall: Reinquadratische Gleich e
(4)
Methode: | Man isoliert X%, so dass eichung der Form entsteht.
Ist k>0, folgt dar‘auv =Tk .
Ist k=0, folgt a =0 -
Ist k <0 hat di ighung keine Losung.
®+Beispiel 1 Beispiel 12
X’ isolierep x* =18 X =-%
| ziehen: |x| = \/ﬁ = 3\/5 Keine L6sung, da x* < 0 ist.
efPag auflésen: X, = +342
QQLésungsmenge: L= {iB«/E} L={}
Hinweis: 18 =192 =9 .2 =3.2
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12260 Gleichungen héheren Grades 8

2 Wichtiges Hilfsmittel: Faktorisierung von Gleichungen

21 Zerlegung quadratischer Terme in Linearfaktoren

Beispiel 13 [x2—2x-15=0|
. . 2+4/4+60 2+8 5
Lésung der Gleichung: Xip = > = > = 3

Aus x=5 folgt (x-5)=0 undaus x=-3 erhaltman (x+3)=0 66

Daraus bildet man das Produkt; ‘(x -5)(x+3)=0 ‘

Gum Verstandnis:

Die Lésungszahlen 5 und - 3 werden also jeweils von x subtrahiert. ,
Das ergibt zwei Klammerfaktoren, deren Produkt der GIeichungsterm@

Probe:
Durch Ausmultiplizieren dieses Produktes kann man die Prob
(x=5)(x+3)=x*—5x+3x-15=x"—2x—15
Dies ist genau der Term der Ausgangsgleichung! Die mmt also.
Ergebnis:

L 4
Die Gleichung x* —2x —15 =0 hat die Lésyn nge L={5;-3}
-5)x+3)=0

Sie lasst sich daher in Produktform schreg

Wir haben also den Term x° - 2xg1
k x? —2x—15 = (x=5)( x+3)
Beispiel 14 th

LosungderGIe|chung , =1+ J1+8 =1+3 = {2

inearfaktoren zerlegt:

»

Daher kan elchung auch in Produktform schreiben:

(x—4)(x+2)=2L(x*—4x+2x—8)=Lx*—x—4

Jetzt mus's man beachten, dass der Koeffizient von x° extra dazu geschrieben werden muss,
soiat wind die Gleichung falsch!

-1+41-32

4

Lésung der Gleichung: Xy, = ¢R

Da diese quadratische Gleichung keine Lésung hat, kann man den zugehoérigen Term auch
nicht in Linearfaktoren zerlegen!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



12260 Gleichungen héheren Grades 9

2.2 Abspaltung von Linearfaktoren Information!

Was wir in 2.1 an quadratischen Gleichungen gesehen haben, kann man bei jeder
Gleichung durchfiihren: Wenn sie eine L6sung x4 besitzt, kann man ihren Gleichungsterm

so zerlegen, dass der Faktor (x —x,) auftritt.

Das nennt man ,Abspaltung des Linearfaktors (x—Xx, ).

Dazu gibt es bei Gleichungen héheren als 2. Grades zwei manuelle Methoden: E @

1. Polynomdivision

2. Horner-Schema .
Bei CAS-Rechnern verwendet man dazu den Befehl ,,PropFrac”.

Der Sinn dieser Faktorisierung besteht darin, die Gleichung in ein Nullpzd‘t

zu verwandeln. Jeder Faktor soll dann eine L6sung liefern.

Beispiel 16 Die Gleichung x® —3x* —~33x +35 =0 hat die Losun \Qas man durch
Probieren feststellen kann. Damit weil® man, das ?&chungsterm den
Linearfaktor (x—1) enthalt. Spaltet man ihn g6, %¢ha man die

Produktdarstellung (x—1)(x2 —2x—35) , ald ein Nullprodukt.
L 2

Der 2. Faktor liefert die quadratische ng x> —2x-35=0, aus
der man dann die restlichen beid psunigen berechnen kann.
Insgesamt erhalt man dann di gsmenge L={1;7;-5} (siehe 4.3)

Man sieht also, dass man durch diKFak risierung, also Abspaltung von Linearfaktoren

L 2
eine Chance bekommt, we@

Liegt eine Gleichung 48gradesWor, wird man zuerst zwei Losungen finden miissen,

en zu finden.

damit man zwei Ling% n abspalten kann. Der dritte Faktor liefert dann wieder eine
de

quadratische, GI@ ren Lésungen man berechnen kann.
Beispiel 17 &L 5x® —20x-16 =0

# Man muss durch Probieren die Losungen X, =2 und x, =-1 finden bzw.
O bestatigen. Spaltet man beide z. B. durch Polynomdivision ab, erhalt man
den quadratischen Restfaktor x° +6x+8.
@ Insgesamt hat man dann die Gleichung so faktorisiert:
(x—2)(x+’l)(x2 +6x+8) =0

Daraus erhalt man am Ende die Losungsmenge L ={2;-1;-2;-4}

In den Abschnitten 3, 4 und 5 werden dazu Beispiele zu Gleichungen 3., 4. und 5.
Grades gezeigt.

Wie man sehen wird, gibt es aber in jedem Fall auch einfache Gleichungen, deren
Lésung man auch ohne diese Methode der Linearfaktor-Zerlegung berechnen kann.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



12260 Gleichungen héheren Grades 10

3. Reine Potenzgleichungen

Darunter versteht man in der einfachsten Art Gleichungen der Form: x" =c.
Um die Lésungsmenge Uberblicken zu kdnnen, verwenden wir die graphische Darstellung von
Potenzfunktionen (Siehe Text 18005):

1.Fall:  Die Gleichung stellt die

Berechnung der Schnittstellen der

F Y

Parabel mit der Geraden y = c dar.

Wenn ¢ > 0 ist, gibt es zwei Schnittstellen, die

symmetrisch zur y-Achse liegen.

Berechnung: =C | J
| |= Jeo | Betrag aufldsen
X2 = i\/g

Beispiele (siehe Abbildung):

L 4
a) x> =4 |V @ X =2 |V
20

Erklarungen: Man m , dass Vx* =|x|.
Abkurzung: ugdle zweite Zeile weg und schreiben:
r\-. b) S S
- {22 L-{s2]

; @ ur dann in Ordnung, wenn man Befehl |J_ weglasst! Wenn man ihn anschreibt

ie eben die zweite Zeile weglasst, begeht man streng genommen zwei Fehler:

\er 1. Fehler: Vx? #x  (das gilt nur fur positive x!, daher gilt allgemein vx* = |x| )
er 2. Fehler: \/Z #+2  (sondern \/Z =4+2)

c) x?=0 d) x* =1
hat nur eine Losung: hat keine Losung, weil die Parabel nicht
x=0 unter der x-Achse verlauft wie die Gerade Yy = -1

L= L=}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



12260 Gleichungen héheren Grades 11

2. Fall:  Die Gleichung stellt die

Berechnung der Schnittstellen der y=X

Kurve y = x* mit der Geraden y = c dar.

o
g

Wenn ¢ > 0 ist, gibt es zwei Schnittstellen, die

symmetrisch zur y-Achse liegen.

Berechnung: x*=c | 4
x| = e | Betrag aufldsen
X2 = i%

Beispiele (siehe Abbildung):

a) x* =1 | 4 b)
=1
X, = *1
L={+1}

Erklarungen: Man muss beachten, dass <

Abkurzung: Viele lassen die zwﬁ eg und schreiben:
x* =1 b) x' =6 M

Dies geht nur dann in ®r g, wenn man Befehl |<‘/_ weglasst! Wenn man ihn anschreibt

und wie ebe di@i Zeile weglasst, begeht man streng genommen zwei Fehler:

Der 1. Phler: Jx* #x  (das gilt nur fiir positive x!, daher gilt allgemein Vx* = |x|)

6 . Fehler: 41 = +1 (sondern 41 = +1 )

x*=0 d) x* =1
hat nur eine Losung: hat keine Losung, weil die Kurve nicht
@ x=0 unter der x-Achse verlauft wie die Gerade y = -1

L={0] L={]

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



12260 Gleichungen héheren Grades 12

3.Fall:  Die Gleichung stellt die

Berechnung der Schnittstellen der

Kurve y = x> mit der Geraden y = ¢ dar.

Es gibt fir jeden Wert von ¢ genau eine Schnittstelle.

Bei der Berechnung muss man negative ¢ anders behandeln:

Berechnung fiir c >0 Berechnung fiir ¢ < 0:
x> =8 | ¥ x®=-3
x=38 =2 x =33 ~ 144
-3 L- (5]

Beispiele siehe Abbildung!

Bei einer negativen Zahl muss man auf die richtige @

Schreibweise achten:

Folgende Schreibweise ist falsch: x* =-8

X
Denn fur alle Wurzelarten gilt: Der Radikand elie negative Zahl sein.
Leider hat man die Taschenrechner so pro iert, dass sie dennoch

/-8 = —2 berechnen, zur Freude der . Aufschreiben darf man es dennoch nicht.

Ubersicht \ Lésung der Potenzgleichung X" =c¢
Furg Fir ¢ > 0 besitzt diese Gleichung 2 Lésungen.
& Fir ¢ =0 besitzt diese Gleichung die Losung x=0.

Fir ¢ <0 besitzt diese Gleichung keine Losung.

ar ungerades n: Fir jedes reelle c gibt es genau eine Ldsung.

Man achte auf die Schreibweise bei negativem c!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



12260 Gleichungen héheren Grades 13

4. Gleichungen 3. Grades

41 1. Spezialfall: Reine Gleichungen 3. Grades - Siehe Abschnitt 3
Beispiel 18 x*=8

Es gibt eine Lésung: x=38 =2

Lésungsmenge L=A{2}

Beispiel 19 60
4

Umformen: x> =-5 Q’

Y4
Lésung: x=-35 / @
Achtung: Falsch ist: X = 3/-5 Q

Laut Definition darf der Radikand jeder Wurzel nie n%xm.

Leider berechnen manche Taschenrechner aber
D
L 2

KRN
QO
X
Q;\~

Lésungsmenge L= {—%/g}

O/
2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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4.2 2. Spezialfall:

Beispiel 20

Gleichungen 3. Grades ohne Absolutglied

x* —2x* —35x = 0|

Man erhalt ein Nullprodukt:

p
Diese Gleichung hat kein Absolutglied, weshalb man x ausklammern kann:

x-(x2—2x—35)=0

Wissen: Ein Produkt wird genau dann 0, wenn einer der Faktoren 0 wird: @
1. Faktor : X1 = 0 6
. 2 _
9 2. Faktor: X -2x-35=0 ) .
) 2++4+140 2+12 (7
m|t X12 = = =
’ 2 2 -5
Lésungsmenge: L={0;-5;7} T4

<

Anmerkung: Jetzt kann man die Gleichung sogar in ein Produkt aus dr @(toren zerlegen:

x> -2x*-35x=0 < x(x-7)(x+5) 3 b

Beispiel 21
X ausklammern:

1. Faktor:
2. Faktor:

Lésungsmenge:

Beispiel 22

x? ausklammern:

X- = ullprodukt)
X, =
X =%

x*-(x-4)=0
X, =0 (als doppelte Lésung)
x-4=0 & x,=4

L={0;4}

Friedrich Buckel
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4.3 Gleichungen 3. Grades mit Absolutglied - Jetzt muss man faktorisieren

[

Beispiel 23:

—3x? —33x+35 =0

Ziel:
Dies ist die Zahl 1. Dann kann man d
Das Ergebnis ist die Produktform der

(x=1)(x* -2x-35)=0

Aus der 2. Klammer folgt eine quadratische Gleichung mit den Lésungen 7 und - 5.
Damit kennen wir alle Losungen der Gleichung!

Wie in 2.2 beschrieben worden ist, muss man nun eine Lésung durch Probieren finden.

en Linearfaktor (x — 1) abspalten.
Gleichung:

<

Durchfiihrung:
Probe fur die Zahl 1:

Es folgt nun die Abspaltung des Linearfaktors (x —1).

1-3-33+35=0, alsoist 1 eine Lésung der Gleichung.

&

4

(x* =3x" —33x + 35)
-(x - x*)
- 2x* - 33x
—(-2x*+ 2x)
—35x+35
—(-35x +35)

1. Methode: Ausklammern des Linearfaktors (x — 1) durch Polynomdivision @
: z ((x-1)=x"-2x-35 \:

Zwischenergebnis: x® —3x* —33x + 35

Die Methode der Polynomdivision

2. Methode: Ausklammern des

{»&\

16 ausfiihrlich besprochen und erklart.

2X — 35

rs (x — 1) durch das Horner-Schema

— 33 35

—2!  -35
A
~35

/

Hin

In der 1. Zeile stehen die gegeben Koeffizienten. Darunter die rote ,,0°,

Vertikal wird addiert, schrag mit der Ldsungszahl 1 multipliziert.

7

gebniszahlen gehéren zum Divisionsergebni

s Horner-Schema wird sehr ausfuhrlich in der Datei 18050 besprochen.

s (Ohne die blaue ,0%.):

x® —3x* —33x +35 = (x - 1)(1-x* - 2x- 35)

Bestimmung der Losungen:

Der 1. Faktor liefert die bekannte Losung:
Der 2. Faktor liefert die restlichen Lésungen:

Losungsmenge: L ={1;7;

(x—1)(x2 —2x—35) =0

X, =1.
2+J4+4.35 212 |7
X2’3: 2 = 2 = _5

_5}

Friedrich Buckel
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Beispiel 24

1. Schritt: Finden einer Probierldsung. Die Probe stimmt furx, =-1: -1+7-6=0

2. Schritt: Ausklammern von (x+1) :

Dringende Empfehlung:

Der fehlende Summand mit x* sollte mit dem Koeffizienten 0 erganzt werden.
Dies vermeidet haufig auftretende Fehler.

Dann geht man von dieser Gleichung aus: |x° +0x° —7x-6=0 6

1. Methode: Polynomdivision: 2. Methode: Horner-Schema: 6,

X +0x" —7x—-6):(x+1)=x" —x—
‘+0x*-7x-6 1) = x* 6
—(x3+ xz)
—x?—7x
—(-x*- x)
-6x-6
—(-6x-6)

0

Als Ergebnis dieser Division kbnnen wir den Gleicgrm zwei Faktoren zerlegen:

(x*-7x-6)=0 < (x+1)(1-x*-1-x-6)= (x+1)(x* —x-6)=0

1. Faktor: x+1=0 ergibt -1 (schon bekannte Probierlésung)
2. Faktor: x> —x—6= _JxViv2d =1i5={3
2 2 -2
Lésungsmenge: L :‘{» R2;3}

Beispiel 25 x® 1 Rx* -15x-36 =0
1. Schritt: Finden ein Nerlésung. Die Probe stimmt fir x4 = 4.
d& !

2. Schritt: Absp s Linearfaktors (x — 4):
1. Methodg€\Pol division: 2. Methode: Horner-Schema:

(X +2x° ~#5x ~36): (x —4) = X* +6x+9 1 2 -15 -36
0 4 24 36
x=4
1 6 9
@ 9x - 36 o
— (9% - 36)
0
Faktorisierung der Gleichung: (x— 4)(x2 +6x+9)=0
1. Faktor: (x-4)=0 ergibt x, =4 (schon bekannte Probierlésung).
2, Faktor: x2+6x+9=0 X5 _ 6+V36-36 “‘;’6_3’6:_%:_3
Lésungsmenge: L={4;-3}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Beispiel 26

x® +7x% + 20X + 20 = 0|

1. Schritt: Finden einer Probierldsung. Die Probe stimmt fur x, = -2.

2. Schritt: Abspalten des Linearfaktors (x + 2):

1. Methode: Polynomdivision:

(x® +7x% +20x +20): (x +2) = x* +5x +10
—(x* +2x?)
5x? +20x
—(5x* +10x)
10x +20
— (10 + 20)

0

2. Methode: Horner-Schema:

1 7 20 20
0 -2 10 —20
X=-2
1 5 10 [o]

Das Ergebnis ist in beiden Fallen die Zerlegung der Gleichung in Produktfor@'

(x +2)(x* +5x +10) = 0

&sung)

1. Faktor: x+2=0 d.h. x,=-2 (schon bekannte
2. Faktor: x*+5x+10=0 mit x,, = V22 R
Die Gleichung hat also nur eine Lésung: L = {-2}.
L 4
Beispiel 27 X3 -2 x? —Lx+1

deren Hauptnenner bestimmen, und dann

Kommen Briche in einer Gleichung vor, sollte
Gleichung damit multiplizieren. So verschwin ie Briche und die Rechnung gestaltet sich

-16x+48=0

wesentlich einfacher. Die Lésungsrge &ird dadurch nicht verandert. Also hier: Mal 48!
—Q?}

1. Schritt: Finden ein

2. Schritt: Abspalt inearfaktors (x -3):

9 -
& 27

Xq = 3
‘Q 0
@X\/ischenergebnis:

-16

(x-3)(9x* -16) =0

1. Faktor: x-3=0 = x,=3
2. Faktor: 9x*-16=0 < x*=
Lésungsmenge: L={3;%;-%}

obierlésung. Die Probe stimmt fir x; = 3.

2. Methode: Polynomdivision

die

(9x® —27x* —16x +48): (x—3) =9x* - 16
—(9x® - 27x?)

—-16x +48

—!—16x+48@

0

o

(schon bekannt)

16 _ 14
< Xys —i?

Friedrich Buckel
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5. Gleichungen 4. Grades

Zuerst die Gleichungen 4. Grades, die man ohne Linearfaktorabspaltung direkt I6sen kann.

5.1 1. Spezialfall: Reine Gleichungen 4. Grades — Siehe Abschnitt 3 !

Beispiel 28 x*=16]  x,,=+{16 =+2 (denn 2* = 16) L = {2}
Beispiel 29 x* =9 X, = +49 = +/37 = +3 L= {+/3} t @
Beispiel 30 d.h. x*=-8<0 (nicht mdglich) L={} 6.
- - - ,
5.2 Biquadratische Gleichungen @

WISSEN: Eine Gleichung der Form ax* +bx* +¢c =0 heifl’t biqua&ﬁh.‘

Durch die Substitution u = x* entsteht daraus eine q%sche Gleichung fir u.

Im Grunde handelt es sich um eine quadratisc i®ling fiir x°.

Beispiel 31 X'+ 4x° -1 ¢
(a) mit der Substitution: x*=u (b) ohne Substitution
U’ +4u-192=0 X' +4x*-192=0
“12=_4im=_4i2%1126 Xg_—4i\/162+4w_—4§28_ 1126

Aus u; =12 folgt x° & Aus x*=-16 folgt x ¢R
also ™12 =+2/3
Aus up = foz= -16

/ Lésungsmenge: L= {12\/?7}

an erkennt, dass die x> — Methode mit weniger Schreibaufwand verbunden ist.

@ (Siehe 12220 Seite 23 ff. — Dort auch viele Ubungsbeispiele)

Riicksubstitution: & Aus x* =12 folgt x,, = +/12 =+2./3

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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5.3 3. Spezialfall: Gleichungen 4. Grades ohne Absolutglied

Beispiel 32 [x* +4x® +4x* = 0]

Diese Gleichung wird durch Ausklammern von x? so faktorisiert,
dass ein quadratischer Restfaktor tbrig bleibt, wodurch man sofort
alle Lé6sungen bekommt.

x? -(x2 +4x+4)=0

1. Faktor: x*=0 liefert die doppelte Lésung x; =0 6®

2. Faktor:  x*+4x+4=0 mit x,,= —4£V16-16 ;6_16 = _?4 =-2 (doppelte Lés@ .

Losungsmenge : L ={-2,0} Q

Beispiel 33 +x*-x*=0 @'

Zuerst Multiplikation mit 4: x*-4x*=0 ®
Ausklammern von x*: x? (x2 —4) =0 %

1. Faktor: x*=0 liefert die doppelte Losung ff =
2.Faktor: x*-4=0 < x'=4 < Xx,,=12

Losungsmenge: L ={0; 2 -2} $ .
Beispiel 34 <x*+3x* =0 $
Zuerst Multiplikation mit 2: x* + 6@

Ausklammern von x°:

XSQ 6)=0
’0
1. Faktor: x°=0 = »@i ache Losung).
-6
6 }

2. Faktor: x+6=0 X,

Lésungsmenge: y —

&6

O
%

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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5.4 Gleichungen 4. Grades mit Absolutglied

Jetzt muss man faktorisieren

Beispiel 35

[x* +5x* —20x -16 = 0|

Liegt eine solche Gleichung 4. Grades vor, wird man zuerst zwei Lésungen finden mussen,

damit man zwei Linearfaktoren abspalten kann. Der dritte Faktor liefert dann wieder eine

quadratische Gleichung, deren Losungen man berechnen kann.

1. Schritt:
2. Schritt:

Entdecken der Probierldsung x; = 2.

Abspaltung des Linearfaktors (x — 2) durch Polynomdivision:

6.

(x4+5x3+0x2—20x—16):(x—2)=x3+7x2+14x+8

—(x4 - 2x3)

7x° + 0x°
- (7x3 - 14x2)
14x? — 20x
~(14x* - 28x)

8x —16
-(8x-16)

0

O

—(x3 +x2)

(x3+7x2+@1)(x2+6x+8)

. Man bendtigt eine weitere Abspaltung, weil

Die erste Division liefert: (x - 2)(x3 +7x% +14 =
rldsung sucht man in der grof3en Klammer und

noch der Grad 3 vorhanden ist. Die nachste P
=-1+7-14+8=0

findet xp =-1. (—1)° +7-(~1)° +1440

Also klammert man aus der grof3

Kasten). Ergebnis: (x - 2)(x%x2 4x + 2)
Man sollte dies verkirze ﬂ&dort durch
a

beide Linearfaktorgmn d Iso durch
X —

(x=2)(x+1) =
Ergebnis: (x—2Xx+ (x2+6x+8)=0

Die ers Qn Klammern liefern die schon

bekafiny L6sungen 2 und -1.

r durch eine weitere Polynomdivision (x+1) aus (rechter
=0 gehtiberin (x-2)(x+ 1)(x2 +6x+ 8) =0

(x4 +5x% +0x2 —20x—16):(x2 —x—2)=x2 +6x+8
—(x* = x*-2x%)
6x° +2x% — 20x
—(6x® —6x* —12x)
8x*-8x-16
—(8x2 —8x—16)
0

@3. Schritt:  Nullstellen des quadratischen Terms:

x2+6x+8=0

Lésungsmenge:

Hinweis:

fuhrt zu x

L={1;2;-2;-4}

2 2 —4

_ 6+436-32 —6+2 _{—2
34 7 - -

Auf der nachsten Seite wird gezeigt, wie man anstelle der Polynomdivision das

einfachere Horner-Schema durchfiihrt.

Friedrich Buckel
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Zweifaches Horner-Schema:

1. Schritt:

2. Schritt:

Zusammengesetzt erhalt man das doppelte Horner-

Ergebnis:

%

Division von x* +5x°> —20x—16 durch (x-2)

1 5 0 -20 -16
0 2 14 28 16

1 7 14 8 |0

Zwischenergebnis:  x” +5x° — 20x —16 = (x — 2)(x> + 7x* + 14x + 8) t @

Entdecken der zweiten Probierlésung x, = - 1.

Man setzt das Horner-Schema fur den Klammerterm 3. Grades an und verwen
die Zahl -1. Damit erreicht man zweierlei. Entsteht am Ende die Zahl @ ,
man, dass -1 eine Nullstelle (Losung) ist, und gleichzeitig erhalt man d:g K&

fur die Polynomdivision:

1 7 14 8 \C
o -1 -6 -8 @.

Zwischenergebnis: X2 +7x% +14x +2 = (x > #6x + 8)

4 B

x@( 1)(x2+6x+8)=0

d&r Datei 18050 wird ein verkirztes doppeltes Horner-Schema gezeigt.

Friedrich Buckel
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Beispiel 36 [2x® +3x® —12x° —7x+6 =0

1. Schritt:  Entdecken der Probierlésungen x;=-1 und x; =2

2. Schritt:  Division durch (x+1)(x—2)

1. Methode: Polynomdivision

durch (x+1)(x-2)=x*-x-2 2. Methode:  Doppeltes Horner-Schema‘E @

(2x* +3x° —12x" = 7x+6): (x> = x—2)=2x" +5x -3
—(2x* —2x° —4x?)
5x° —8x” - 7x 4 2 3 12 -
—(5x° —5x* —10x) 0 2 -1 -6
X1 =- 1

-3x*+ 3x+6 5 1 1 6 o]
—(-3x* + 3x+86) 4 @—6

0 X2=2

\2—’&%3@j

Faktorisierung der Gleichung:

2x* +3x® —12x° —7x+6=0 wirdzu (x+1)(x~ ? +5x-3)=0
Restliche Lésungen: 2x? +5x-3=0
« _5tN25+24 7 |5
12 — 4 4 - _3
Die Lé6sungsmenge: L= {%;— 1;2;

Beispiel 37

Man findet als ganzzahlige LO&yng nur x; = -3. Da man jedoch zwei Probierldsungen benétigt, um am
Ende auf einen quadratisc T zu kommen, Uberprifen wir, ob diese Lésung -3 sogar als

doppelte Losung auftrizm r versuchen wir eine Polynomdivision durch (x - 3)2 = (x2 —-6x+ 9) :
Ox ®93x° —30x +36):(x* +6x+9)=x"-6x+4
—(x* +O% + 9x%)
—6x° —32x* - 30x
(-6x° —36x” — 54x)

4x° +24x + 36
—(4x® +24x + 36)

aktorisierung der Gleichung ergift: (x+ 3)2 ~(x2 -6x + 4) =0

estliche Lésungen: x*—6x+4=0
it X, - 6+/36-16 _6+420 6+2J5 8,25 3. 05
’ 2 2 2 2 2
Lésungsmenge: L:{—3 ; 3+\/g;3—\/g}

Ohne das Aufspuren der Tatsache, dass — 3 eine doppelte Lésung der Gleichung ist, findet man die
Lésungsmenge nicht!
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6 Ein Beispiel fur eine Gleichung 5. Grades

Beispiel 32 [x° —2x* —x® +2x2 —12x + 24 = 0|

Nach den jetzt gemachten Erfahrungen muss man damit rechnen, dass man drei Probierlosungen
finden muss, dann wird das Horner-Schema dreimal sukzessive durchgefiihrt, so dass am Ende ein

quadratischer Term (ibrig bleibt. Doch es gibt auch Uberraschungen. @

1. Schritt:  Entdecken der ersten Probierldsung x; =2 und Abspaltung des Faktors (x—2)

mit Polynomdivision oder Horner-Schema 6.
(x° —2x* —x* +2x* —12x+24): (x-2) = (x* = x* -12)

_(X4_2X4) ,Q
—x3 +2x2
S 1 2 M )s-12 24
—(x"+2x7) 0o 2 o0 0 24

—-12x+24 Xq =2
—(-12x+24)
_— 1 0 -12
o & :
Zwischenergebnis: (x-2)(x" -x*-12)=0

2.Schritt:  Berechnung der restlichen Losungen aus d@oﬁ
x*—x*-12=0
Diese biquadratische Gleichung wird durch§li bstitution u = x? zur quadratischen Gleichung:
u-u-12=

u

K 2 [-3
Ruicksubstitution: Aus W =x’=4  folgt: X,5 =12

Gleichung u; = x?=-3 hat dagegen keine reelle Losungszahl.

Ergebnis: Di&gsmenge ist L= { 2;-2 } , wobei 2 eine doppelte Lésung ist.

/

O
%
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7. Aufgabenblatt

Bestimme die Lésungsmengen folgender Gleichungen:

Gleichungen 2. Grades

L 4
&ekter Losung

2.1 a) x°+5x-6=0 b) x> -11x-1=0
c) 2x*+1x-5=0 d) x> +4x+6=0
2.2 a) 5x*=30 b) 4x* +12=0
c) +x*-8=0
2.3 a) 3x*+8x=0 b)
c) 2x° =25x d  2x*+4x=
2.4 a) 1Ix*-2x=0 b)
c) x*+5x—-14=0 d)
e) -Ix*+x+3=0
Gleichungen 3. Grades i
3.1. a) x°=64 $+81=0

3.2. a)

3.3 a) x+2%9< 0 b)
c) @ +8x— d)

O

1x*+2x=0

x> +5x%>+8x=0

2x° - 1x* +5x=0

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.schule



12260 Gleichungen héheren Grades 25

Gleichungen 3. Grades mit Probierlosung [in eckigen Klammern ]

Aufgabe 3.4
Die Lésungen werden fast alle mit dem Horner-Schema durchgefihrt.
a) x*-x*-17x-15=0 [-1]
b) x®-x*-8x+12=0 [2]
c) x*-7x*+x+33=0 [3]  (Auch Polynomdivision) @
d  +x°+3x*+3x+2=0 [-2] 6
e) x*-5x+12=0 [-3] 6’
f) 2°+3x*-Ix+L£=0 [+]  (Auch Ponnomdivision),Q
g) 3x*—-10x* +9x—-2=0 [2] @

h) 2x°+x*-25x+12=0 [-4]  (Auch Pol@on)
) I -x®*-x+4=0 @.
DX+ =3x-1=0 [2] @

k) +x*-18x+3=0 [2 .
) IxP-IxP-x-2=0 1
m) Ix®+x*-2x-&= 0$ -1]  (Auch Polynomdivision)
n) —x°+6x° —12x+
&Qwendungsaufgaben
a) Die Kurve mit de $ ung y= gx —x—% hat die Gerade mit
X+

der Gleichyn zur Tangente Der Beriihrpunkt ist B, (-3 -32).
In welcﬁ schnelden sich Tangente und Kurve (noch einmal)?

Vor\les;n zu: Eine Berihrstelle ist eine Losung der Schnittgleichung.)

b) elden sich die Kurve K: y =1x>—3x*+3 und die Gerade y=1x?
nalogie-Aufgabe zu a)

Q@Kuwengleichung: y=—x>+6x>-12x+9, Tangentein B(1]2) ist

y =—3x+5. Wo schneiden sich Tangente und Kurve?
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Gleichungen 4. Grades mit direkter Losung

4.1 a)  x*—144-=0 b)  Lx*+8=0
c) -+x*+50=0

4.2 a) +x*+4x=0 b) 1x*-x*=0
c)  7x*+2x°=0 d)  4x*-121x*=0 @
e) x'-9x°-10x*=0 f) x*+x*+2x* =0 6
g Ix*-x*-3x*=0 hy  1x*+3x°+35x*=0 6’

4.3 a) +x'-9x*+16=0 b)  +x*-95x*-588=0 C)

/
c) Ix*-x*-6=0 d  Ax'-5x*+6=0 @

e) —x'+5x2-4=0 f) 3x4+38x2—16i§?

4 2

g) -iIx*+1x*+4=0 hy —&x*-3 @0
Gleichungen 4. Grades mit Probierlﬁsunge&wkigen Klammern ]

4.4 a) x*—6x>-24x%+134x-10 @13]

b) x*-13x*+20x-4=0 [2 ist doppelte Losung]
[2;-2]

c) x*+3x*+4x®-12x @ -
d) 2£x +3x ( [ - 3 ist doppelte Losung ]
[ - 3 ist doppelte Losung ]

e) X' —% & -3
fy x* -8x5§ 2x+16 =0 [2:-2]
g) 2@\4 [3;-4] auch Pol.Div.

& —20x—16=0 [2:-1]
W 4 1xP-2x*-4x=0 [-2]

Ix*+21x° +x-6=0 [2;-3]

@k) x* +2x% —11x% —12x+ 36 = 0 [2:-3]

@ ) =xt-1x*+2£=0 [3] Lésung auch mit Polynomdivision
Q m) +x*-4x’-2x*+4x+3=0 [3;-1]
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Gleichungen 5. Grades

51 a) £x°-ix*=0 b) X +4x'=0
4 U5 3 1 o _
C) =X +3x" =0 d) —5X +2x=0
5 4 3
e) —IX —2X +x =0

5

52 a) X

1 13 _ 12 13 _ @
X =X —=x=0 b) X +7xX +x=0 6

c) +x°—4x>+6x=0 d) 2+ x*—2x*+3x=0 6’
e) +x*—2x*+4x=0 /C)

5.3 Gleichungen 5. Grades mit Probierlésungen [ in eckige rn ]
a) x>+2x*—-8x*—16x*—-48x—-96=0 [-2]@0
b) x’+x'-x*-x*-6x-6=0 [
c) 3x°-30x*+100x>-120x*+64 =0 [
E ; .
@

0‘500,
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Losungen zu den quadratischen Gleichungen
Aufgabe 2.1

a) x*+5x-6=0 x,=

5+25+124 5+7 1
2 2 |-6

b) X2 —11x—1=0 X172=11i\/121+4=11i\/125 1.5

2 2 2 2 @
L {5545 O

c) 2x*++x-5=0 < 6x*+x-15=0 X, =

12

12

R L
2

Aufgabe 2.2

a) 5x2=30 x2=6; X,=+/6 - :/6

b) 4x*+12=0 x*=-3 = x¢R {*

c) Ix2-8=0 x°=16 x1’2:i4$— +4}
Aufgabe 2.3
a) 3x°+8x=0 X'(:iXJQ:O L={0;-%}

b) —%x2+%x=0 - Q?):O
=0 & x=4 L={0;%}

c)  2x*=25x @;‘r 5x =o & x-(2x-25)=0 L ={0;%}
Bei dieser Glei durch x dividiert werden, sonst geht die Lésung x; =0 verloren !!!

chu
d) x? +& x($x+4)=0 x=0und x,=-%-£=-2 L={0;-2]

/

L—{%:—%b@
d x*+4x+6=0 x,, = 2iv16-24 %'

mlm
“’I‘”
||

Aufgabe
a) —2x=0 |3 b) 3x*—-24=0 c) x*+5x—-14=0
@ 0 28 X12:—5i\/m:—5i9
' 2 2
Q x(x—6)=0 X =++/8 X1=2, Xp=-7
L={0;6} L ={+V8} L={2-7}
d  6x*-11x-10=0 e) —ix2+x+3=0]-(-3)
CM+£1214240 11419 |3 1x*-3x-9=0
12 2 ‘{—é X,,=3+/0118 =3+33
L=1%-4 L={3+3/3}
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Losungen zu den Gleichungen 3. Grades

Aufgabe 3.1

a) x’=64 x =364 =4 L={4}

b) x*+81=0  x=-¥81=-%27-3 =-333 L={-333}

c) +x°+2=0 x*=-8 x=-2 L={-2} @
Aufgabe 3.2 6
a) X-9%=0 < x(X-9)=0 < x:(x-3)(x+3)=0L={0;+3} ¢

b) +x*+2x=0 < x:(+x*+2)=0 L={0

(denn die Klammer wird nie Null: +x*=-2 = x*=-8 = )

4
2
c) —-3+xX°+4x*=0 < x*(-4x+4)=0 L%
Aufgabe 3.3 é\'
3 2 — . 2 —_ =

a) x +2x°-48x=0 < x(x +2x 48) 0 @
—2+4+192 -2+14 g

X, =0 X,5 = > =— o L={0;6;-8}
b) x*+5x*+8x=0 < x-(x2+5x+8!$
-32
=0 und x*+5x+8=0 < x12$7¢R; L ={0}

C) —x —3x*+8x=0 er t x> —6x>+16x=0
Gi\/36 48

x-(x? —6x+16) = =0 und X,,=————¢R L={0}

d 2x° ——x +5x = O erglbt X(6x* -x+15)=0
1 360

mit x4 zR L={0}
e) 1x x %X = O| 12 ergibt 6x°+5x*-4x=0

2
und x +5x - 4

—5+\/25+96 -5+11 % 1.
Xo3 = = = 4 L:{O’E’_
@ ’ 12 12 -3

QO

[IES
——
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3.4 Gleichungen 3. Grades mit Probierlosung [ in eckigen Klammern ]

a)

Losung dur&
X* —7x* 4 +33=0

Ausklam

QO

x®-x*-17x-15=0 [x1=-1]
Ausklammern mittels Horner-Schema:
1 -1 17 -15
0 -1 2 15
x=-1
1 -2 -15 @
d.h. x1 =-1 ist eine Losung.
x®-x*-8x+12=0 [x1=2]

Ausklammern mittels Horner-Schema:

1 -1 -8 12

0 2 2 -12
X=2

1 1 -6 [0]

d.h. x1 =2 ist eine Losung.

x2—7x*+x+33=0

[x1=3]
Ausklammern mittels Horner—Sch@

x=3 -
d.h. x4 =3 ist ®sung.

N\

division:

Bekannte Losung:

SAIX%+x+33):(x=3)=x* —4x-11
3x?)
—4x% + X
—(—4x2+12x)
-11x + 33
—(—11x+33)

0

X
s 2 2
Losungsmenge: L = {3;2 +/15

Zwischenergebnis:
(x+1)(x2 —2x—15):0
Restliche Losungen

« = 2+4+60 218 _{5 @
2 2 2 |3 6
Lésungsmenge: L ={-1;5 ;@.
O
Zwische @is:
(x—Z@Q_O
Osungen
-1 4 -1£5 {2
X1y = = =
2 -3

Lodungsfenge: L ={2;-3}
ist eine doppelte Losung !

Zwischenergebnis:
(x=3)(x* —4x-11)=0
Restliche Losungen
.., - 4+\16+44 4+2J15 2+ 5
‘ 2 2
Loésungsmenge: L = {3;2i\/ﬁ

X1=3.

des Faktors (x-3) durch Polynomdivision:

Produktform der Gleichung:

(x=3)(x* —4x-11)=0

Restliche Losungen

_4+\16+44 _4+2J15 P

Friedrich Buckel
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d) IxX°+3x*+3x+2=0 < x*+6x°+12x+8=0 [x1=-2]
Ausklammern mittels Horner-Schema:

1 6 12 8 Zwischenergebnis:

O 2 -8 -8 (x+2)(x2 +4x+4) =0
X=-2 Restliche Losungen
1 4 4 o . _—4x/16-16

12 2

=-2 L:{_Z}Q

d.h. x4 =-2 ist eine Losung.

e) x*-5x+12=0 [ X1 =-3]

Ausklammern mittels Horner-Schema:
1 0 -5 12
0 -3 9 -12

x=-3
1 -3 4 [o]

d.h. x1 = -3 ist eine Losung.

f) 2+5x*-Ux+£=0 < 16x3+20x®$15:0 [Xx1= 4]

Ausklammern mittels Horner-Schemg;
16 20 -44 15

Zwischenergebnis:

0 8 14 -15 (x+%)(16x2+28x—30):0

x=+ Restliche Losungen
.
16 28 - 16x2+28x-30=0 |:4
4x* +7x—2£=0
d.h.x; =+ istein%u : 7+J491120 -7+13 [2
—r=x —/ T 4
X1'2 = 8 = 8 = {_%
@ Losungsmenge: L ={4;%;-%}

Ausklaméres Faktors (x -+ ) durch Polynomdivision:
(16 —44x+15): (x —+)=16x* + 28x - 30
—(AX%8x%)

28x% — 44x

— (28x% —14x)

-30x+15
—(-30x+15)

0

Produktform der Gleichung: (x+4)(16x* +28x-30)=0
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g 3x*-10x*+9x—-2=0 [X1= 2]
Ausklammern mittels Horner-Schema: .
Also gilt
3 10 9 -2 (x—2)(3x* —4x+1)=0
0 6 -8 2 mit
Xq =2 ‘ 41\/16—1 412
3 -4 1 [o]
dh. 2eL Ergebnis: L ={1; 2,3} 6
h) 2x*+x*-25x+12=0 [X1=-4] C)
Ausklammern mit Horner-Schema: Also gilt 4
2 1 25 12 (x+4)(Qx5 @3)=0
0 -8 28 -12 mit
xp=-4 7 24 7+5 (3
2 _7 3 @ X2’3 = = 4 = l
2
d.h. 4eL @1
L 23,7

Ausklammern des Faktors (x+4)
durch Polynomdivision:

(2x° + x*-25x+12):(x+4)=2x>
—(2x* +8x?)
—7x? —25x
—(—=7x* —28x)
3x+12
—(3x+12)

<

O

N

&

Produktform der Glej (x+4)(2x* -7x+3)=0
é , \49 - 3
Restliche L6 en. e 7+N49-24 = 7x5 =
’ 4 4 +
o}
i) @—x -x+4=0 |4 Horner-Schema mit x4 = 2:
@x _4x% —4x+16=0 > 1 4  _4 16
Q 0 2 -4 -16
Produktdarstellung der Gleichung X=2
(x-2)(x*-2x-8)=0 < 1 -2 -8 o
++/ +
Esfolgt  x,, = 2= ;*32:2£6= _42 L={2;4;-2)

Friedrich Buckel
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i) Ix*+1x*-1x-1=0 |12 ergibt:
x° +3x° —4x-12=0

Laut Aufgabe soll x; =2 eine Ldsung sein.
Nachweis und Ausklammern von (x — 2) mittels Horner-Schema:

1 3 -4 -12
0 2 10 12 Produktform der Gleichung @
O

1 5 6 0] I— % (x-2)(x*+5x+6)=0 E
, " _ -5+425-24 5+1 |2
Weitere Losungen: X, , = = =13

2 2

L={:2-3) <
k)  £x*-1£x+3=0-10 \,
+

1
x> +0x*-19x+30=0  mit der gegebenen L&s =2.
Horner-Schema: %d : 0 -19 30

Produktform der Gleichung: (078 2 4 -30

(x—2)(x*+2x-15)=0 <+——

Weitere Losungen X,, =

.
L={2:3;-5) (\0
) X -Ix*-x-% 10\1 -9 ergibt:

x® —3x% —Px
Probierlos : x=-1: Ausklammern von (x+1) mittels Horner-Schema:
V 4

O 1 -3 -9 -5
0 -1 4 5

X=-1
®®)(x24x5)0 ) 1 4 5 @

7 4+16+20 4%6 (5
eitere Lésungen:  Xx,, = 5 "o -1

L={-1;5}
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m) Ix*+x*-2x—£=0 |-3
x* +3x*—6x—-8=0

Eine Probierlosung ist x4 = -1.

Daher kann man den Linearfaktor (x+1) ausklammern, entweder durch
Horner-Schema:

Polynomdivision oder mit dem
(x* +3x*> —6x—8):(x+1)=x"+2x—-8 1 3 -6 -8 @
_(X3 + X2) 0 —1 -2 8
2x? — 6x x=—1
=5

— <2x2 + 2x)

° AN

Beide liefern diese Produktdarstellung: (x +1)(x* + 2
Die zweite Klammer liefert  x,, = —2= “24 +32

L={-1;2;-4}. S .
n) —x*+6x*-12x+9=0 $

Man kann die Losung x4 = 3 fin

Also folgf, (- 3)(-x" +3x-3) =0 mit x, =% 2—12

Ei 6sung ist daher x;=3: L ={3}.

an sieht, hat diese Funktion nur eine Nullstelle, eben 3 !l

¢R

(ox_5) QO
%o

www.mathe-cd.schule
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Aufgabe 3.5: Anwendungen

a) Die Kurve mit der Gleichung y={x>—-1x* —x—3% hat die Gerade mit
der Gleichung y =4x+- zur Tangente. Der Beriihrpunkt ist B, (—3 | —%) .
In welchem Punkt schneiden sich Tangente und Kurve (noch einmal) ?

(Vorwissen dazu: Eine Beruhrstelle ist eine Losung der Schnittgleichung.)

Losung @
Schnittgleichung: X*—Ix?—x—-5=4x+2 |9 b'

3
x® —3x*> -9x -5=36x+76
x® -3x?-45x-81=0 C)
Bekannte doppelte Losung ist die Berlhrstelle - 3.

Ausklammern von (x + 3)2 Ausklammern @verkﬂrzten

mit dem doppelten Horner-Schema : doppelten H% hema:

©|~

mit (X + +6x+9
1 -3 —45 -81
0 -3 18 81 o 1 -3 —-45 81
x=-3 0 0 —gﬁ E}}?

-,

1 -6 -27 [o 0 6,54 [0]

x=-3 c o $ 1—9@ [0]
1 -9 o
ergibt (x+3)2(x9K&
Die gesuchte S@elle ist somit xg =9 mit y,=36+L2 =22

Ergebnj @»HTOO)

/

QQ’@O
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b)  Wo schneiden sich die Kurve K: y=1x’>—-2x*+3 und die Gerade y=1x7?

Losung
Schnittgleichung:  1x*—2x*+3=1x |-8
x® —6x* + 24 = 4x
Ordnen: x® —6x*—4x+24=0 @
Probierlésung ist x = 2. 6
Ausklammern des Linearfaktors (x —2 ) durch: .
Polynomdivision oder Horner-Schema: c)
(x> —6x° —4x+24):(x—2)=x>*—4x—12
_(XS T 2X2) 1 - 24
8 —-24
—4x* —4x x—2
| 2
( 4x° + 8x) 2’4 12 @
—12x—-24
—(—12x—24)
0

Man erhalt(x —2) (x2 —4x—1 2) =0 mit q@itgren Lésungen

4416+ +8 (6
Xp3 = > > oo

Die drei Schnittpunkte ergeben Si aher zu W(2]1); S,(613); S,(-2]-1).
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c) (Analogie-Aufgabe zu a)

Kurvengleichung:  y=—x’+6x*—-12x+9, Tangentein B(1]|2) ist
y=-3x+5. Wo schneiden sich Tangente und Kurve ?

Losung

Schnittgleichung:  —x® +6x*> —12x+9=—-3x+5

Geordnet: —x>+6x* —9x+4=0 t @

Die Beruhrstelle ist eine bekannte doppelte Losung dieser Gleichung. E

Daher kann man den Linearfaktor (x — 1) zweifach ausklammern. ¢
Anwendung des doppelten Anwendung des verklrzte C)
Horner-Schemas: doppelten Horner-Sc

1 6 _9 4 MI’[X'])—)%‘l
folgt:
0 -1 5 —4 @
X=1
1 5 -4 o -9 4
~1 4 o
Beide Verfahren liefern die Prod.@n:

(x—17(—x+4)=

Also ist die gesuchte L& letzte Klammer): x; = 4.
Der Schnittpunkt i er S 4|—

,ﬂ@
QQ’@O
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Losungen zu den Gleichungen 4. Grades
Aufgabe 4.1
a) x'-144=0 x,=+4144 =122 =+ 12 L= {12} = {243}
b) +x*+8=0 < x*=-16 x¢gR = L={}
C) -Ix*+50=0 < x'=400  x,=+4400 =+416-25 = +2{5> =25 66
oder so:

L 4
—1x*+50=0 < x*=400 < x*=20° x,,=+/20 =+2\5 @ 2,5
/

Aufgabe 4.2 @

a)

Ix*+4x=0 < x-(%x3+4):0 ®

x1=0, 1x’=-4 o x*=-8 also x;—%:(b L={0;-2}
Ix*-x*=0 < x*-(+x*-1)=0
x1=0 doppelte Lésung, x*=4 d.h. éﬁ_z L ={+2;0}
7x*+2x°=0 < x*-(7x+2)=0

x1 =0 dreifache Losung, x, =- \$t L= {o : _%}

4x* -121x* =0 < x*(4x* -1

x1 =0 doppelte Losung® 'k% also  x,, =+ L= {0 : _1_21}
x* —9x* —10x* =0 é&é-w-m)_o

N 10
x1=0 istdoppd}*&mg; x2‘3:9i 81+40 :9J_r11={ L = {0:10;-1)

2 2 -
x4+x3&®<:> xz-(x2+x+2):0
A+ 11—
X1 =6(doppelte Lésung; x2’3:%gR L ={0}
—3x*=0 |4 x*-4x°-6x*=0 und x*(x*-4x-6)=0

9)
& ist doppelte Lésung. Restliche Lésungen aus (x* —4x—6)=0:

4+ 126+24 _ 4i2\/40 _ 4i22\/ﬁ:2im L={0;2+10}

X, =0 doppelte Losung (Berthrung)

X2,3:_3i\/9_4'%'%:_3i2={:; L:{O;—1;—5}
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Aufgabe 4.3: Biquadratische Gleichungen !

Lésungen ohne Substitution. Stattdessen wird die biquadratische Gleichung als
quadratische Gleichung fiir x* aufgefasst.

16
a) Lx'-9x°+16=0 x*=9+/81-32 :9i7:{2

Aus x°=16 folgt x,, =4 @

aus x*=2 folgt x,,=+J2 L= {J_r\/i ; i4}
O

b) Lx*-95x*-588=0
o O

196
x? =95++/9025+1176 =95++/10201 :95i101:{ 5 Q,
Aus x°=196 folgt x,,=+14
aus x*=-6 folgt keine reelle Zahl. L:{1Q‘—
c) ix'-x2-6=0 |-4 I @
Ix*—4x*-24=0
.
12
x2=4i\/16+48=4i8={ y s$
Aus x* = 12 folgt xmzi@ 2\3

Aus X2 =-4 folgt ng{ L:{izﬁ}
d) —x4+5x2—4o|-(—ﬁ\0
x*—5x*+4=0

2 5+3 _[4
= 2 ‘{1
A folgt: X, =12
Augex’ =1 folgt: X3, = £1 L ={+1;+2}

e) X x“—=160=0
2 _38:4/1444 11920  -38+3364 _ 3858 _ {%

@ 6 6 6 -16
Q Aus x> =1 = x, =+ =+ /28 =4+130

Aus x° = - 16 folgt x,, R L:{J_r %}
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)  Ax*-5x*+6=0
Ax*-5x*+6=0 |8 I

Ix*-10x*+48=0

x* =10+ 100-4-1-48 =10+£+100-96

2 _ N2
X —1Oi2—{8

Aus X*=12 = x,, =

o
%

Aus x*=8 = X,, =1+

S
L:{i\/ﬁ;i\@}:{ﬂ«/ﬁ;ﬂ\/ﬁ} C)b
Y4
9 —ix*+1x*+4=0-(-4)

—_—

~-2x*-16=0 5&
x*=2+\4+32=2+6=° @.
Aus x*=8 = X, ==
Aus x*=-4 = x,,¢R. &0
L={+8]={+2/2}

e go0 $

x* —24x* +144 =
\/ % 4+J_

J_z 243
#_ = 1£2V3]

0‘50

2

=12

Friedrich Buckel
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Aufgabe 4.4: Gleichungen 4. Grades mit Probierlésungen

a) x*-6x>-24x*>+134x-105=0
Bestatigung der Probierlosungen x4 =1 und x2=3
und Ausklammern der Linearfaktoren (x—-1) und (x—-3):
Doppeltes Horner-Schema: ZW|schenergebn|s
1 -6 -24 134 -105 (x 1)( X —2X — 35
0 1 -5 -29 105
X1 = 11 5 20 105 [0 Restliche Losungen
- 2+ \/4 +140 _ 2+
0 3 -6 -105 Xyp = e)
X2 = 3
1 2 -35 0] Losungsmenge L®3 7,-5}
b) x*-13x*+20x-4=0 \'
Bestatigung, dass 2 eine doppelte Losung ist un@ammern von (x _2)2:
Doppeltes Horner-Schema: .
1 0 -13 20 -4 ergebnis:
0o 2 4 18 4 (x—-2) (x +4x—1)=0
Xy =2 $ estliche Losungen
1 2 9 2 [ 4+ 16+4 —4+2.5
o 2 8 =— _Ax2)5 —2+.5

X1,2
\ 2 >
X2 = 2 ‘ I’
1 4 - K Lésungsmenge: L = { 2: -2+ \/E}

12"\3 0 [2;-2]
Bestatigu ungen 2 und -2 und Ausklammern von
Doppelte&rner—Schema

-12
28

c) x*+3x®+4x°
(x=2)(x+2):

Zwischenergebnis:

32 (x—2)(x+2)(x2+3x+8)=0

Restliche Losungen

32
-3++9-32

1 5 16 [0]
@ 0 -2 -6 -16 X2 = —¢R
X, =-2 2
1 3 8 |0 Lésungsmenge: L =

Zur Polynomdivision siehe nachste Seite.

{2:-2}
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Wenn man bei Gleichungen 4. Grades zwei Linearfaktoren ausklammern muss,
dann sollte man dies in einem Schritt tun, und nicht zwei Divisionen nacheinander
durchfihren.

Umstandliche Methode mit zwei Divisionen:

1. Schritt:  Zuerst Division durch (x — 2):

(x* +3x° +4x* —12x=32): (x=2) = x° +5x° +14x +16 62

—(x4 -2x® )
-~ @@’ L 2
5x3 + 4x2
- (5x3 -1 0x2) C)
Zwischenergebnis:

14x% —12x
—(14x2—28x) (x +3x% +4x% —12x - 32)=(x-2)- (x +14x+16)
16x —32
—(16x—32)
x +5x% +14x + =x*+3x+8

0 x +2x

2. Schritt:  Dann Division durch (x + 2):

(3 +g
Endergebnis: $ Bx +16
(x—2)(x+2)(x2+3x+8)=0 $ _(8X+16(3
Es geht jedoch schneller, wenn mg die beiden Linearfaktoren zusammenrechnet
(x-2)(x+2)=x*-4 und % icweiden Divisionen auf einmal durchfiihrt:

(x +3x% +4x* —12x =x*+3x+8

—(x 4x2
3x +8

8 -32
x2 —32)
O
is: (x> —4)-(x* +3x+8)=0

Q bzw. (x—2)(x+2)(x2+3x+8)=0

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



12260

Gleichungen héheren Grades 44

d 2x*+£x*+3x*-3x-9=01]9 <

2x* +15x3 +27x? —27x-81=0

Bestatigung, dass -3 eine doppelte Losung ist und Ausklammern von (x +3)2:

Doppeltes Horner-Schema:

2 15 27 -27 -81
o 6 -27 0 81
X, =-3
2 9 0 -27 [0
o -6 -9 27
X, =3
2 3 -9 [0
e) 4x'-—

Bestatigung, dass -3 eine doppelte Losung ist und

Doppeltes Horner-Schema:

1 0 -15 18 108
-3 9 18 -108
X, =-3
1 -3 6 36 [0
0O -3 18 -36
X, =-3 ¢
1 -6

f) x*-8x*-8

12 {&
*@%60

Dopp er-Schema:
1 % 8 32 16
02 -12 40 -16
- 20 -8 [0]
16 8
-4 [0]

Zwischenergebnis:

(x+3)2(2x2 +3x-9)=0

Restliche Losungen @
—3+49+72 -3+9 _ |5

4 4 3e

- 3ist also dreifache Lds

¢

Xip =

Lésungsmenge:

x +3x4+9=0 |12 &< x* +0x® —15x? +18>&?

mern von (X + 3)2:

Zwisc gebnls
%+ 3)°(x* —6x+12)=0

eitllche Losungen

6+ \/36 48
2,3
Lésungsmenge: L ={-3}

mit x,, =12

Zwischenergebnis:
(x+2)(x-2)(x* -8x-4)=0

Restliche Losungen:

8+V64+16 8++/80
BT T 2
X3,4 :#:4i2\/§

Ldésungsmenge L = {i2;4 + 2\/5}

Friedrich Buckel
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9) x* +25x-156 =0 mit x=3; xp = -4

Doppeltes Horner-Schema: Polynomdivision durch ~ (x—3)(x+4)=x"+x-12
1 0 0 25 -156 (x* +0x% +0x2 +25x +156) : (x? +x—12) = x® —x +13
0 3 9 27 156 (X' — X —12x?)
X =3 x® +12x% + 25x
1 3 9 52 [0] ~(x* — x*+12x)

0o 4 4 52 13x% +13x + 156
X, = 4 —(13x? +13x + 156) 6
1 4 13 [0 0

&

4

h) x*+5x°—20x—-16=0  mit x;=2 und x, =-1 ®

Doppeltes Horner-Schema zum Ausklammern von (x - 2) und (%

Zwischenergebnis: (x—3)(x+4)(x2 —x+13) =0

_141-4.13

Restliche Ldsungen: X34 >

¢R L={3;-4}

1 2 0 -20 -16 hemergebnis:
0 2 14 28 16
X, =2 D2+ 1)(x" +6x+8)=0
1 7 14 8 @ estliche Losungen:
0 -1 -6 -8 —6 £+/36 —32 -2
XZ = _1 X34 -—— — _4

' 2
1 6 8 [0] $ Losungsmenge:
L={2;-1;-2;-4}

’&
) IxP+ixP-2x" -4 :&
Weil das Absolutglied ‘&/ird zuerst x ausgeklammert, was x,=0

als erste Nullstelle ugleich beseitigt man die Briiche durch Multiplikation mit 4:

x(x* +2x 4 801 = 0
Weitere Nullst@8e ist x, = -2, also wird man aus dem Klammerterm (x + 2) abspalten:

Horn ema:
1 2 -8 -16

0 -2 0 16
X=-2
N
Produktdarstellung: x-(x+2)(x*-8)=0
Restliche Losungen: Aus x? =8 folgt Xg4 = +/8
Lésungsmenge: L= {0;— 2:+ \/g}
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) IxX*+1x’+x-6=0|-6 d.h.

x*+x*+6x-36=0 (1)

Probierlésung sind 2 und - 3, was man mit Horner-Schema oder durch Einsetzen beweisen

kann. Ausklammern von (x —2)(x +3)

mit dem doppelten Horner-Schema zu (1)

-
N
o

6 -36
2 6 12 36

1 3 6 18 0]
-18

Verwendung des verkiirzten
doppelten Horner-Schemas
fur Experten: (Siehe 18050).

(x=2)(x+3)=x*+1-x-6

1 0 6 |0

Produktform: (x—2)(x+3)(x*+6)=0.

Die Gleichung x°+6=0 hat keine reellen Lbs@g;so folgt

k) x*+2x*-11x*-12x+36=0

Ausklammern von (x—=2)(x +3)

1 1
0 O
1 o0 -1~
170

L ={2;-3}

&.

Probierldsung sind 2 und - 3, was @er-smema oder Einsetzen beweisen kann.

mit dem doppelten Horneﬁ&&zu (1)
5&; 36
-36

18 0]

Qiuktdarstellung der Gleichung:

1 2 -11

Verwendung des verkurzten
doppelten Horner-Schemas
fur Experten: (Siehe 18050).

(x=2)(x+3)=x*+1-x-6

1 2 —11 -12 36
0 0 6 6 _36
0 =47 -7 8" o]
17 1+ —6 [0o] o]

(x-=2)(x+3)(x*+x-6)=0

2 2 -3

14+ -1+
Q Weitere Lésungen aus x* +x-6=0: X,, = 1£V1+24 125 2

Also sind x, =2 und x, =-3 sogar doppelte Losungen der Gleichung:

Losungsmenge:

L={2;-3}

Friedrich Buckel
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) Lx*-Ix*+2=0 |12 also  x*—4x’+0x* +0x+27=0 (*)

Einzige angegebene Lésung ist x = 3.

Da wir auf einen quadratischen Term kommen missen, missen wir entweder
eine weitere Nullstelle finden oder zeigen, dass 3 sogar eine doppelte Lésung ist.

Dies zeige ich, indem ich das Horner-Schema entweder doppelt anwendet oder doppelt

verkurzt.
1. Methode: 2. Methode: Vereinfachtes 6@
Doppeltes Horner-Schema: Doppeltes Horner-Schema:

Ausklammern von (x —3)° = (x2 — 6x+9)

1 —4 0 0 27 6

0 3 -3 -9 =27 4 CO)
x=3 0

1 -1 -3 -9 [0=f(3)

0 3 6 9
x=3

1 2 3 o

(12 +2x+3)=0
lammerterms aus der jeweils

Das Ergebnis beider Rechnungen ist
wobei die Koeffizienten des quadratis

untersten Zeile des Horner-Schem mmen
Weitere Losungen: Z 4 3=0 mit x= Ziém Z¢R
Es gibt also nur die ( &reelle Losung x = 3.
Losungsmenge: IK
Zum Vergleich Polyn+lsmn
Zuerst h| inander doppelt ausgefiuhrte Division:

(x* —4x° 4 QO +0x+27):(x-3)=x°>—x*-3x-9

Also kann man durch Ausklammern die

OXZ Gleichung so schreiben:
@ ) (x=3)(x* = x2 —3x-9)=0
-3x* +0x Die zweite Klammer soll nun weitere
—(=3x% +9x) Nullstellen liefern. Da sie 3. Grades ist,
“Ox+ 27 braucht man auch hier eine Probierldsung,
—(-9x +27) so dass ein weiterer Linearfaktor

ausgeklammert werden kann.

Die einzige Probierlésung, die man fiir die Gleichung x* - x*- 3x - 9 = 0 finden kann
ist nochmals die Zahl 3 (damit wird 3 zu einer doppelten L6sung!).
Erneute Polynomdivision durch den Faktor (x - 3 ):
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(x> =x*-3x-9):(x-3)=x*+2x+3

—(x* - 3x?) . o
> Das Ergebnis dieser Division ist
2X" = 3x (x® —x2 —3x—9) = (x = 3)(x* + 2x + 3)
—(2x" -6x) Nehmen wir die erste Ausklammerung dazu, dann hat
3x-9 Gleichung unsere Nullstellengleichung diese Form:
—(3x-9) (x—3)(x=3)(x2—2x+3) =0

*

° %,
Nun die verkiirzte doppelte Division durch (x —3)° = (x> —6x+9) E 6

(x* —4x® +0x* +0x +27): (x* —=6x+9) =x* +2x+3 C)
—(x* —6x% +9x?) Y 4
2x° —9x* +0x

—(2x® -12x? +18) \
3x%2 -18x +27 %

_(3x2—18x+27) @
0

*
Horner-Schema einfacher ist.

Die meisten finden, dass daneben die Arbeit

&
O
/\5;\
0‘500
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m) +x*-4x*-2x*+4x+3=0 |-3
x* —4x® —2x* +12x+9=0
Durch Probieren kann man etwa diese Losungen finden: 3 und -1.
Abspaltung der Linearfaktoren (x—3) und (x+1):

Doppeltes Horner-Schema: Abspaltung des quadratischen Fakto @

1 —4 _—2 12 9 (x—3)(x+1)=(x2—2x—3) und
durch das vereinfachte doppel%,

o -1 5 -3 -9

Horner-Schema:
x=-1 ‘ ,
1 _5 3 9 o] 1 -4 21 9

Ergebnis: (x+1)(x—3)(x* -2

Interessanterweise sollte man entdecken@dgr restliche quadratische Term
3)=(x—3)(x+1) ist, also kann

man so darstellen: (x +1)° ¢ =0

Losungsmenge: (
*
O
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Losungen zu den Gleichungen 5. Grades

Aufgabe 5.1

1 yd 1y
a) xX —2Xx =0

1 w2 1y4 _
X —2x*=0 |20

x°—4x*=0 d.h. x*(x-4)=0

x, =0 ist vierfache Lésung 6@

X, =4 ist die zweite aber einfache Losung.
.
L={0;4} C)b
b) Ex*+x‘=0 | .60 @’
x°+5x*=0 < x*(x+5)=0

x1 =0 ist somit vierfache Losung, x; = -5. \C

c) —4x°+3x° =0 |-(-5) .
4%5 —15x° =0 < X*(4x% —15)=0 $
x1 =0 ist dreifache Lésung.$

Aus (4x*-15)=0 folg®:175 & X,3 =415 = +1,94

N

@ x*(1x* +x-2)=0
X, =0 ist dreifache L6sung
Aus (% x* + X —2) =0 folgen die restlichen Lésungen:

Xy, = 11+ :—1i\/§z{ 124

3,24
L={0;-1+5}
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Aufgabe 5.2
x*—1x*-x=0 -4 1l ergibt I1x*-x’-4x=0
x-(1x* —x*-4)=0
=0 ist die erste Losung.
Aus 1x*-x*-4=0 (biquadratische Gleichung) folgt:

x2:1i\/1+8=113={_42 6@

mit x*=4 = x,, =2 und X*=-2 = X, ¢R: LZ{O;ié’

b)  1x°+21x*+x=0 | -4 undxausklammern ergibt C)

a)

[e-J =N

x-(%x4+x2+4):0

X, =0 ist die erste Losung. \?

Aus 1x*+x*+4=0 (biquadratische Gleichu@to gt:
x> =-1+/1-8 ¢R L={0}
c) +x°-4x*+6x=0 | -30 und x auskl@n«ergibt
x-(3x* —40x* +180) =0
1. Faktor: x4=0
2. Faktor: 3x* —40x? +18§—§ iquadratische Gleichung)
mit X2:40i 1600 -2 2R

* \
Einzige Lbsun@ xq=0 mit L={0}

d) %x —2x +3xw- ergibt x°-18x°+81x=0
—18x*+8

1=
&tor 18X +81)=0 (piquadratische Gleichung)
18+ 324 324

x? =9 doppelte Lésung.

Q:Daraus folgt Xz,s—i3 L={0;3;-3}
@ Lx*—2x>+4x=0 | -60 ergibt:  3x°-40x>+240x=0
X(3x* —40x* +240)=0
1. Faktor: x4 =0

2. Faktor: 3x* —40x* + 240 =0 (biquadratische Gleichung)

+./ _
, 40++1600-2880 ZR

mit x° =
6

Einzige Losung ist also x4 =0: L={0}
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Aufgabe 5.3
a) x°+2x*—-8x>—-16x*—-48x—-96=0
Probierldésung ist — 2.

Bestatigung durch das Horner-Schema, das zugleich die Faktorisierung liefert:

1 2 -8 _16 _48 _96 E@

0 -2 0 16 0 96

1 0 -8 0 —48 0] b'

Zerlegung in ein Produkt:  (x+2)(x* —8x? —48) =0 P 4
1. Faktor: x+2=0 < x,=-2 (schon bekannt) @
2. Faktor: (x* —8x? —48) =0 (biquadratische Gle.@

., 8+64+192 816 {12

mit X
2 2
Aus X* =12 folgt  x,, = +12=+2V3 und

aus X =-4 folgt ngR

Lésungsmenge: —2; i2\/_§

b) x*+x'-x*-x*-6x-6=0

Angegebene Losung ist )g

Beweis durch das Hor c ma, das zugleich die Ausklammerung des
Linearfaktors (x + Q icht:
6
X =-1
1T8N0 1 0 -6 |0

V4
Pr@tdarstellung der gegebenen Gleichung:

+1(x*-x*-6)=0  Dieses Nullprodukt fiihrt zu

1. Faktor:  x,=-1
Q 2. Faktor: x*-x2-6=0. (biquadratische Gleichung)

W2 1£J1+24 145 _{3

mit

2 2 |2
Aus x*=3 = Xx,,=+V3
Aus x’=-2 = x,,¢R.

Lésungsmenge L = { -1; i\/g}
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c) =X -Ix*+2x*-x*+L£=0 [|-120
3x° —30x* +100x® —-120x? +0x +64 =0

Angegebene einzige Losung ist x1 = 2.

Wenn man keine weitere Lésung findet, bleibt nur die Hoffnung, dass 2
eine dreifache Losung ist, so dass eine Reduktion auf einen quadratischen
Term moglich wird.

Anwendung des dreifachen Horner-Schemas: t@

3 —-30 100 -120 0 64
0 6 —48 104 —32 —64 6’
X=2 C)
3 -24 52 -16 -32 [0] 4
0 6 —36 32 32 @
X=2
3 18 16 16 @.
0 6 —-24 -16
X=2
3 —12 -8 @ ¢
Und tatsachlich ergibt sich dreimal die N zte Zahl, damit ist gezeigt,
dass x =2 dreifache Nullstelle von f § nd folglich kann man den Linearfaktor
(x—2) dreimal ausklammern abjﬁ as Restprodukt bilden wir aus den
x2 —12x —8) =

Zahlen der letzten Reihe: 6
Restliche Ldosungen:
.(.\”N _ 121\/1§4+96 _ 1216\/240 _ 1212% ﬂi%ﬁ

Lésungsmengﬁ L={2;2+2J15} ~{2;-0,58;4,58 }
/

(00

Q®
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